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Guia Para El Examen Extraordinario De Biologia Matematica
Avila Suarez Ana Belem

Pérez Bautista Dannya Shari

Presentacion

El propésito de esta guia es facilitar la preparacion de los estudiantes para el examen
extraordinario de la asignatura de Biologia Matematica, promoviendo el estudio
auténomo, a partir del fortalecimiento de la comprensién de los conceptos
fundamentales del calculo diferencial e integral, orientados a su aplicacion precisa en
problemas acerca de modelos bioldgicos. La estructura del documento se estableci6
con base en los objetivos y el temario propuesto en el programa de la materia.
La guia incluye:

e Explicacion tedrica de conceptos

e Ejemplo de problemas resueltos

e Problemas propuestos

e Hojaderespuestas
Recomendaciones para los estudiantes:

1. Estudia los conceptos tedricos.

2. Analiza los ejemplos resueltos.

3. Resuelve todos los ejercicios propuestos.

4. Comparatus resultados con los de la hoja de respuestas.

5. Repite los ejercicios en los que hayas detectado errores.
Los criterios de evaluacién en el Examen Extraordinario de Biologia Matematica son:

e Resolucion de problemas (100%), con ponderacién:

o Técnicas matematicas aplicadas en el procedimiento de resolucidon
(80%)
o Resultado (20%)

Los materiales necesarios para realizar el Examen Extraordinario de Biologia
Matematica son:

Formulario, calculadora, 2 hojas blancas, lapizy goma.



Unidad 1. Limites

1.1 Concepto de limite

Ellimite describe el comportamiento de una funcién cuando la variable independiente

se aproxima a un valor especifico (fig. 1).

limf(x)=b

xXx—a

La funcidn se
aproximaab

> X

Figura 1. El valor al que se aproxima la funcién (descrita por la curva azul), cuando la variable “x” se

[l

acerca al valorde “a” es justamente “b”.

En biologia, los limites permiten interpretar ¢ Cual era la cantidad inicial de una
sustancia?, ;Qué ocurre con una poblacién cuando el tiempo tiende a infinito?, ;Existe
un valor maximo estable en el fendmeno?, ;Un modelo tiene sentido bioldgico en
tiempos largos?

Un limite no necesariamente evalda la funcion en ese punto, sino que describe el
comportamiento cercano a ese punto. Por ejemplo, en el modelo logistico que
describe el comportamiento de una poblacidon en condiciones naturales (fig. 2), el
limite de la funcién (el valor que toma la curva) es cero, cuando la variable
independiente (tiempo) tiende igualmente a cero; en cambio, a medida que pasa el
tiempo, es decir cuando este tiende a infinito, el tamano de la poblacién se acerca a la

capacidad de carga del sistema.



A Capacidad de
Carga (K)
Tamano
Poblacional|
(N)
'
Tiempo (t)
Ecuacion Logistica: N(t)= —————
1+ e-r(l o)

Figura 2. Modelo logistico para describir el comportamiento de una poblacién en condiciones naturales.

1.2 Limites en modelos de decaimiento
Muchos procesos bioldgicos siguen modelos exponenciales:
e Decaimiento radiactivo
e Eliminacion de farmacos
e Mortalidad celular
e Enfriamiento corporal

Modelo general:

Q(t) = Qoe™™

Donde:

Q(t): cantidad (variable dependiente) en el tiempo
Q,: cantidad inicial

k > 0: constante de decaimiento

t: tiempo

¢ Qué cantidad habia originalmente?

Se calcula:

kt —

lim Q,e”
t—-0 QO

Sustituyendo t = 0 en la funcién:

Qoe kO



Como:
e =1
Qo(l) = Qo

Y por tanto:

lim Qpe ™ = Q,
t—0

Interpretacion biolégica:
La cantidad inicial Q, corresponde al valor de la funcién cuando el tiempo es cero; por

lo que el limite nos permite recuperar la condicion inicial del sistema.

1.3 Limites al infinito (comportamiento a largo plazo)
En estudios de datacion geoldgica y paleobiolégica, se utiliza la desintegracion
radiactiva de ciertos is6topos para estimar la edad de fdsiles y rocas sedimentarias.
Suponga que la cantidad de un isétopo radiactivo presente en una muestra esta dada
por el modelo:

im Qoe~* =
Como el exponente es negativo, si el valor del exponente que acompafa a “e” se hace

cada vez mas negativo; -1, -10, -100; este se vuelve practicamente 0, por lo tanto:

e—kt -0

Entonces:

lim Q(t) = Qo (0)

t—>oo

lim Q(¢t) = 0

t—oo

Interpretacion:
A medida que transcurre el tiempo, la cantidad del is6topo radiactivo disminuye

progresivamente hasta volverse practicamente inexistente.



Biolégicamente este resultado significa que el isétopo se desintegra exponencialmente
de manera continuay, después de un tiempo suficientemente grande, la muestra ya no
contiene cantidades detectables del elemento; por lo que el modelo es coherente con
el fendmeno fisico de desintegracion radiactiva.

Este comportamiento es fundamental en la estimacion de edades geoldgicas, ya que
permite inferir cuanto tiempo ha pasado desde que el organismo murié o la roca se

formo.

1.4 Formas indeterminadas 0/0 e ©/» en biologia
En biologia matematica, las formas indeterminadas aparecen con frecuencia cuando:
¢ Se comparan tasas de crecimiento.
e Se estudian proporciones entre variables bioldgicas.
e Se analizan modelos racionales de crecimiento con saturacion.
e Se evalua el comportamiento a largo plazo de funciones polinomiales

racionales.

. e, OO
Indeterminacion =

Suponga que el tamano poblacional de una especie en funcidon del tiempo esta
modelado por:

’ 60t? + 34t +50
e t242t+5

donde:
e N(t):numero de individuos.

e t:tiempo.
Al sustituir directamente t » oo en la funcién:

60(0)% + 34(0) + 50
(0)2 4+ 2(c0)+5

Obtenemos la forma indeterminada:

(0]
(0]



Para resolverla, dividimos numeradory denominador entre la mayor potencia de t, que
es t?:
34 50
B 60 + T + 1z

2 5
1+?+t—2

Ahora analizamos el comportamiento cuando t — oo:

34 50
—->0,—=5-0
t t?

)

Entonces el limite queda:

60+0+0
1+0+0

=60

Por lo tanto, cuando el tiempo tiende a infinito:

lim N(t) = 60

Esto significa que la poblacidon no crece indefinidamente ya que el modelo predice que
eltamafo poblacional se aproxima a 60 individuos; este valor representa un equilibrio
asintético, también llamado “valor de saturacién”, que no necesariamente es el
maximo absoluto, sino la cantidad de individuos en la que la poblacidn tiende a

estabilizarse a largo plazo.

. ... 0
Indeterminacion °

En biologia matematica es comun analizar el comportamiento de un sistema en los

primeros instantes del fendmeno (cuando t — 0). Esto permite verificar si el modelo:



e Tiene sentido en elinstante inicial.

e Presenta estabilidad.

e Es matematicamente consistente.
Suponga que la concentracidon de una sustancia producida por bacterias en un cultivo
esta modelada por:

4t% + 8t
2t% + 6t

C(t) =
donde:
e ((t): concentracion (mg/L),
e t:tiempo (h),
¢ Nota: El modelo describe la dinamica en las primeras etapas del cultivo.
¢ Cual es la concentracion cuando el tiempo se aproxima a cero?
Es decir:

y 4% + 8t
50 2% + 6t

Sustituyendo directamente t = 0 en la funcion:
0+0

0+0

Obtenemos la forma indeterminada:
0

0

Para solucionarlo es necesario factorizar de manera independiente el numeradory el
denominador de la funcién, utilizando la técnica por factor comun, considerando como

factor a la variable t con la menor potencia:

Numerador:

4t2 + 8t = 4t(t + 2)

Denominador:

2t% 4+ 6t = 2t(t + 3)
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Al reescribir la funciéon en términos de sus factores, el término comun se “cancela”
porgue su divisién es 1:

4t +2)
2/(t + 3)

Obteniendo:

40t +2)
2(t +3)

Ahora simplificamos el4yel 2:

2(t+2)
t+3
Ahora si podemos sustituir t = 0:

200 + 2)
0+3

3

lim C(t —4
im C(0) =3

Esto significa que, al inicio del experimento, la concentracion de la sustancia de interés
se aproxima a g mg/Ly la discontinuidad ent = 0 es removible (es un "hueco"

matematico, comun en funciones racionales), no un comportamiento biolégicamente
absurdo. Este tipo de indeterminacién ocurre cuando el numerador y el denominador
dependen proporcionalmente del tiempo y ambos tienden a cero a la misma velocidad,
lo que biolégicamente significa que la produccién es proporcional al crecimiento inicial
y sus velocidades dependen linealmente del tiempo en etapas tempranas.

Ademas, existen muchos fendmenos que se modelan, al menos en alguna de sus
etapas, a partir de funciones racionales, sobre todo si solo se cuenta con datos en
periodos de tiempo no muy prolongadosy, las predicciones que se requieren

consideran rangos temporales también cortos.
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Suponga que la velocidad a la que crece una poblacién de rotiferos en un ambiente

acuatico contaminado esta dada por la ecuacion:

V() = 13t? — 832
Vt—2
donde
e V(t): Velocidad de crecimiento (individuos/dia),
e t:tiempo (dias),
¢ Nota: el modelo describe el fenémeno en un periodo de tiempo corto.
¢A qué valor tiende la velocidad de crecimiento a los 8 dias de iniciado el conteo?
. 13t2 — 832 B
t-8 3/t —2
Si se sustituye el valor al que tiende la variable independiente en el limite se obtiene
una indeterminacién del tipo 0/0:
13(8)2—-832 0
T ¥8-2 0

Lo anterior no significa que el limite no existe, al igual que en casos anteriores, la razén
de esta indeterminacién se debe a la estructura matematica de funciones racionales,
en las que existen huecos debidos a las reglas aritméticas fundamentales de la
division. Por lo tanto, para encontrar el limite solicitado es necesario expresar la
funcion en términos distintos, pero sin alterar su sentido matematico:

Y 13t? — 832
st t—2

En este caso es necesario realizar un cambio de variable en el denominador de la
funcién, en donde la variable esta afectada por una raiz cubica o potencia racional 1/3,

de manera que quede expresada como una variable de grado 1:

Vt=u



Alrealizar este cambio de variable es necesario modificar la manera en la que se
expresa la variable independiente (t) en toda la funcidn, con la finalidad de evitar su
alteracién, de tal manera que:
Si: Vt=u

1
O, loqueesigual: (t)3 =u

Entonces:

((t)%)3 —

Resolviendo la potencia de potencias en el lado izquierdo de la igualdad:

t =ud

Y por tanto, en el numerador de la funcién:
t2 = (u3)?

t?=u

Mientras que en el valor al que tiende la variable independiente (t) en el limite,
considerando el cambio de variable queda:
t—8

ud -8

Y como el plano cartesiano considera variables lineales, es necesario calcular la raiz
cubica de ambos términos:
3 u3 - 3\/§
Calculando las raices:
u-—2
Por lo tanto, el limite se reescribe como sigue:

- 13u®-832
lim——
u-2 uUu-—-2

12
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A continuacién, es necesario factorizar el numerador de la funcién; aungue existen
muchas “reglas” de factorizaciéon que nos ayudan a simplificar calculos, la técnica
fundamental para factorizar cualquier polinomio es la “division sintética”, siemprey
cuando el divisor sea de la forma “x-c”, es decir, un binomio de grado 1. Por lo tanto, se
procede a factorizar el polinomio: 13u® — 832, considerando el divisor: u — 2. Para
comenzar con la técnica es necesario completar el polinomio:

13u® + 0u® + Ou* + Ou® + Ou? + Ou — 832

Para escribir el dividendo se utilizan unicamente los coeficientes del polinomio con sus
signos correspondientes, mientras que para escribir el divisor solo se considera el

término independiente del binomio, invirtiéndose su signo:

Dividendo

Divisor 2 13 0 O 0 0 0 —832

26 52 104 208 416 832
13 26 52 104 208 416 0

Cociente Residuo

Para concluir la division, es necesario colocar la variable independiente al cociente,
restando una unidad al grado del polinomio dividendo, de tal manera que, si este
ultimo era de grado 6, el cociente queda de grado 5:

13u® + 26u* + 52u3 + 104u? + 208u + 416

En la divisién anterior, como el residuo fue 0, por “Teorema del factor” se afirma que el
divisor es factor del dividendo y, por tanto, el polinomio se factoriza como sigue:

13u® — 832 = (u — 2)(13u® + 26u* + 52u3 + 104u? + 208u + 416)

De esta manera, es posible reescribir el limite sustituyendo el numerados por los

factores hallados anteriormente:

y (u —2)(13u® + 26u* + 52u® + 104u? + 208u + 416)
im =
u—2 u—2
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Como la divisidén entre uno de los factores del numeradory el denominador da como
resultado 1, se puede simplificar el limite:

’ (u—2J(13u® + 26u* + 52u® + 104u” + 208u + 416)
ullg M -

Y se evalua el valor de la variable independiente para encontrar el limite de la funcion:

13(2)° +26(2)* + 52(2)% + 104(2)% + 208(2) + 416 = 2496

Por lo tanto, el niumero de rotiferos en 8 dias tiende a 2496 individuos.

1.5Limites que tienden al nimero de Euler (e):

En biologia, muchos de los fendmenos estudiados a varios niveles tienden valores
exponencialmente muy grandes o pequenos a medida que pasa el tiempo, tal es el
caso deltamano poblacional de microorganismos mantenidos por periodos de tiempo
prolongados dentro de quimiostatos o, como se mencioné anteriormente, el
decaimiento de is6topos radiactivos, cuya tasa de desintegracion se utiliza para el
fechamiento de rocas y fésiles, aunque también suelen aparecer en la dinamica de
eliminacidon de farmacos, metabolismo o difusién de sustancias.

En ese sentido, las expresiones exponenciales surgen del calculo de los limites de
funciones relacionadas con la determinacion del interés compuesto cuando el tiempo

(t) se hace periédicamente mas grande o pequeno, como se muestra en la tabla

siguiente:
y= 4ot o y=(1+3)
1 2.0000 1 2.0000
0.5 2.2500 2 2.2500
0.1 2.5937 10 2.5937
0.05 2.6533 20 2.6533
0.01 2.7048 100 2.7048
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t-0 y=(1+t)% t— y=<1+ t
0.005 2.7115 200 2.7115
0.001 2.7169 1000 2.7169
0.0001 2.7181 10000 2.7181

Como se observa, en ambos casos el limite de las funciones es el conocido numero de

Euler (e = 2.7181); cambiando el término utilizado para la variable independiente:

1
lim(1+x)x=e
x—0

X

1
lim (1 + —) =e
X—00 X

Ahora bien, suponga que la cantidad de cierto elemento radiactivo en una roca para

datacion geoldgica esta determinada por la ecuacion:

donde:
e Q(t): cantidad del elemento (mg),
e t:eseltiempo (millones de afos)

¢ Qué cantidad del elemento habia en la roca originalmente?

2

_ <t - 2t2>?
lim =
t-0 t

1
En este caso, el limite propuesto es parecido a: 1in(1)(1 + x)x; como el resultado de
xX—

(e

dicho limite es “e”, se procede a realizar procedimientos algebraicos para asemejar el
ejercicio lo mas posible a la forma conocida, comenzando por simplificar el cociente
de la funcion:

t — 2t?
t

=1-2t
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Sustituyendo este resultado en el limite, se obtiene:
2
lim(1 — 2t)t =
t—0
Y se procede a realizar un cambio de variable para expresar la funciéon de otra manera,
sin alterar su sentido matematico:
—2t=u

Por lo tanto:

_u
T2

Ycomot — 0, también: u — 0. Por lo que al reescribir el limite considerando el cambio

t

de variable:

2
i
-2 =

lim(1 + u)
u—0

Realizando la division de fracciones en el exponente:

Reescribiendo el limite:

—4
lim(1+uw)w =
u—0

Y se procede a factorizar el exponente considerando:

(e

u

Por lo que el limite se reescribe:

17~4 1
. — _ _4_ _ —
[Ll_r)r(l)(l + u)u] =et=—3 0.018 mg
Suponga que el tamano poblacional de S. aureus en quimiostato, esta dado por la

funcion:

3 +12¢2\°"
N = (—

donde:

¢ N(t): tamano poblacional (numero de UFC),
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e t:tiempo (dias)

¢Cualeselvalor al que tiende el tamano poblacional a medida que transcurre el

_ <t3 + 12t2>5t
lim|—— =
t—oo t3

X
Como el limite propuesto es parecido a: lim (1 + i) y el resultado de dicho limite es
X—00

tiempo?

(13 »

e”, se procede a realizar procedimientos algebraicos, como en el caso anterior, para
asemejar el ejercicio lo mas posible a la forma conocida, comenzando por simplificar
el cociente de la funcion:

t3 4+ 12¢2 12
t3 -

Sustituyendo este resultado en el limite, se obtiene:

_ 1275t
lim (1 + —) =
t—>oo t

Y se procede a realizar un cambio de variable para expresar la funcion de otra manera,

sin alterar su sentido matematico:
12

1
T u
Por lo tanto:
t=12u
Y comot — oo, también: u — oo. Por lo que al reescribir el limite considerando el

cambio de variable:
5(12u)
lim (1 + —) =
u—oo u
Y se procede a factorizar el exponente considerando:

5(12u) = (5)(12)(u) = 60u

Por lo que el limite se reescribe:

N 60
llim (1 +a> l =% =1.142 x 10%°UFC
u—00
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1.6 Ejercicios propuestos
1. En un experimento de laboratorio, una poblacién de bacterias expuestas a radiacion
disminuye segun el modelo:
N(t) = 200e703t

donde:

e N(t):numero de bacterias,

e t:tiempo (h).
Calcular:

lim 200e793t =
t—-0

2. La concentracion de un antibiético en el torrente sanguineo esta modelada por:
C(t) = 400e™01¢
donde:
e ((t): concentracion (mg/L),
e t:tiempo (h).
Calcular:

lim 400e701t =

t—>oo

3. Eltamano de una poblacién en un ecosistema cerrado estd modelado por:

P = 100t
()_t+8
donde:
e P(t): ndmero de individuos,
e t:tiempo (afios).
Calcular:
100t
lim —— =
t-oot 4+ 8

4. La biomasa producida en un biorreactor esta dada por:

5t?

B =777
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donde:
e B(t):biomasa (g),
e t:tiempo (dias).
Calcular:
lim 57 =
toot? 4+ 1

5. La concentracion de una hormona en sangre esta dada por:

600t

H(t) =
© t+12

donde:

e H(t): concentracion de la hormona (pg/mL),

e t:tiempo después de la estimulacién hormonal.
a) Calcular:

limH(t) =

t—oo

b) Interpretar el resultado biolégicamente.

6. La concentracion de una sustancia en el organismo disminuye segun:
C(t) = Cye™ 08t
donde:
e ((t): concentracion (mg/mL),
e (yeslaconcentracidninicial,
o t:tiempo (h).
a) ¢Cual es la concentracion inicial?
b) ;Qué ocurre cuando t — o?

Interpretar el resultado en términos fisiolégicos.

7.Lavelocidad a la que crece el craneo de un mamifero esta dada por la funcion:

12t2% — 24t
Vi) = 533223
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donde:
e V(t): velocidad (cm/afio),
e t:tiempo (afos)
¢Cuales lavelocidad de crecimiento del craneo del mamifero a los dos afios de
nacido?
8. La velocidad en la que ocurre una reaccién quimica en presencia de catalizadores

es:

Vmax [S]

V=, + 5]
donde:
e V(t): velocidad de reaccion (mg/min)
e V,.ax:velocidad maxima de la reaccion (mg/min),
e [S]: concentracion del catalizador (mg), y
e k,, esuna constante positiva

;A qué valor tiende la velocidad “V” cuando la cantidad del catalizador se incrementa

ilimitadamente?

9. Lavelocidad con la que ocurre una reaccion sin catalizadores esta dada por la
funcion:

3t2 —t—24

Vi =%

donde:
e V(t): velocidad de reaccion (mg/min)
e T:tiempo (min)

Calcular el limite de la velocidad a los 3 min.

10. La biomasa de una poblacidon microbiana en cultivo esta dada por:

t2 + 8t\*"
t2

B(t) =<

donde:

e B(t): biomasa (mg/mL),
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e t:tiempo (horas)
Determine el valor al que tiende la biomasa cuando el tiempo aumenta

indefinidamente.

11. La concentracion de nitrégeno disuelto en un lago se modela mediante:

1

t + 5t2>?

N() = (

donde:
e N(t): concentracion de nitrégeno (mg/L),
e t:tiempo (dias)

Determine la concentracidn inicial del nutriente.
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Unidad 2. Derivadas

2.1 Concepto de derivada

Sea una funcién f(x). La derivada se define como:

d Ax) —
RCl = W _ pypy L HAD 7 /(@)
dx Ax-o0 Ax

La ecuacidn anterior se interpreta como el cambio de un fenédmeno particular en un
solo punto. En la figura 3 se aprecia una aproximacion para el calculo del cambio en un
fendmeno descrito por una funcién exponencial; si se conocen las coordenadas de dos
puntos especificos de la curva (Ay B) es posible aplicar la formula de la pendiente (m),

que permite valorar la cantidad de cambio en el intervalo de esos puntos:

_f(xz)_f(xl)
m =212 1A

X, — X1
A esta aproximacion para determinar el cambio en un fendmeno a partir del calculo de
la pendiente de la linea inscrita entre dos puntos de la gréafica se le conoce como Razoén
de Cambio Promedio (RCP), que corresponde al valor de la pendiente de la recta

secante a la curva que se inscribe sobre los puntos Ay B (fig. 3: linea azul).

_f) = )

X2 — X3

RCP=m

Sin embargo, si se requiere conocer el cambio de manera instantanea, es necesario
aproximar los puntos que se consideraron inicialmente; suponiendo que el punto B de
la figura 3 se aproximara sucesivamente al punto A, hasta coincidir con este, se
obtendria un unico punto. Matematicamente, la determinacién del cambio entre estos
dos puntos a medida que se aproximan equivale a calcular el limite de la funcién

pendiente (m) cuando el intervalo entre ellos (Ax) tiende a cero, es decir:

dY_l. f(x+Ax) — f(x)
— = lim
dx Ax-o0 Ax

Esta aproximacion para la determinacion del cambio en un punto se conoce como
Razén de Cambio Instantaneo (RCI) o derivada y corresponde al valor de la pendiente

de la recta tangente a la curva que se inscribe en el punto A (fig. 3).
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e =m= = =
Ax

Ay Ay f

g RCI = lim - lim -
7 A c—0 AX x—0 Ax
/

Figura 3. Aproximaciones para la determinacion de la cantidad de cambio en un fenémeno. La RCP mide
la pendiente de la recta secante a la curva inscrita entre dos puntos, mientras que la RCIl determina la

pendiente de la recta tangente en un punto.

Biolégicamente, la derivada se interpreta como la velocidad con que incrementa o
disminuye un fendmeno en un momento particular:

e SiN(t)eslafuncién que determina el tamafo poblacional de cierta especie,
d H 1A » H %2
—IZ (la derivada de la funciéon “N” con respecto al tiempo “t”) es la tasa de
crecimiento poblacional.

e SiL(t)eslafuncién que predice la longitud de una especie de peces, % (la
derivada de la funcion “L” con respecto al tiempo “t”) es su velocidad de
crecimiento.

e SiT(t)eslafuncién de latemperatura de cierta reaccion quimica, % (la
derivada de la funcion “T” con respecto al tiempo “t”) es la velocidad de

enfriamiento.

La derivada indica qué tan rapido cambia un sistema bioldgico en un instante

especifico.



2.2 Reglas basicas de derivacion

Regla de la constante

dc _
dx
Ejemplo:
Si:
N(t) =538
Entonces:
dN —0
dt
Regla de la potencia
dx™
dx T
Ejemplo:
Si:
N(t) = 4t3
Entonces:
dN
—=4)3)t3 1 =12¢?
= @O
Regla de la exponencial
dae pobx
o abe
Si
N(t) = 200e%4t
Entonces

dN

— 0.4t

- = (0.4)(200)e
dN

= 80 0.4t
T
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Regla del logaritmo

dinx 1
dx  x
Ejemplo
Si
N(t) =1n (t)
Entonces
dint 1
dar ¢
dN 1
dat ¢t

Regla de la suma
du+v+w du dv dw
dx dx dx ax
Ejemplo
N(t) = 4t —3e7 2" +Int
Utilizamos la regla de la suma para separar cada monomio de la funcién e indicar su

derivacién con respecto a “x”

dN d4t? d3e?t N dint
dt  dt dt dt

Y derivamos utilizando las reglas correspondientes dependiendo del tipo de funcidn en

cada monomio

aN 2-1 -2t 1
= @@ = (3)(-2)e + 3

Resolviendo

dN 1
— =8t + 6e7% +—
dt t

Que es la derivada de la funcion original.

Regla del producto

duv
— =du(v) + u(dv)
dx

Ejemplo



P(t) =t-e®
Definimos:
u=
v = 03t

Derivamos cada funcién por separado

Derivada de u

u=t
du
dt

Derivada de v

v = 03t

dv
dt
Y sustituimos en la regla del producto

= 0.3e%3t

Recordemos:

d
v du(v) + u(dv)
dx

Sustituyendo las derivadas que obtuvimos previamente:

praie (1)(e%3) + (t)(0.3e%3)
Simplificamos

duv = @03t 4 (.3te03t
dx

Y finalmente factorizamos (opcional)
Podemos factorizar por el término comun e%3t:

duv
— =931 4+ 0.3t
T ¢ (1+0.3t)

Por lo tanto, la derivada de la funcion original es:

duv = @03t 4 (0.3te03t
dx
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duv

P 0.3t1 .
I et (1+ 0.3t)

Regla del cociente

4(3) g0 - u(g)

dx V2
Ejemplo:
N(t) = ﬂ
t+5
Definimosuyv
u =50t
v=t+5

Calculamos las derivadas de manera independiente

du _ 5o
dt
dv —1
dt
Sustituimos en la férmula
Recordemos:
du dv
i(ﬁ) :E(”) _u(E)
dt \v V2
Sustituimos:

dN _ 50(t + 5) — 50¢(1)
dt (t45)2

Simplificamos el numerador

dN 50t + 250 — 50¢
dt (t+5)3

Cancelamos términos semejantes y obtenemos el resultado final:

dN 250
dt  (t+5)2
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2.3 Ejercicios resueltos (derivacion directa)

1. Derivar:
N(t) = 6t*—3t2+8
Recordemos:
du+v+w_du_|_alv+
dx T dx  dx
at"
- = tn—l
T
Y
dac —0
dx
Derivamos término por término:
Primer término
det*
dt
Multiplicamos el exponente por el coeficiente:
= 6(4)t*?
= 24¢t3
Segundo término
d — 3t?
dt
= —3(2)t*?
= —6t
Tercer término
ds _
dt
Resultado:
dN
— =24t3—-6t+0
dt
v _ 24t — 6t
dt
2. Derivar:

C(t) = 150e~02¢

Usamos:

dw
ax
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daeb?t

rrade abebt
Entonces:
= 150(—0.2)6_0'2t
— —306_0'2t
Resultado:
dc
R _30 —-0.2t
dt €

2.4 Problemas contextualizados resueltos
1. La poblacién de bacterias esta dada por:

N(t) = 500e°5t
a) Determinar la tasa de crecimiento.

b) Evaluarent = 2.

Solucién:
N
— =500(0.5)e%5¢t
It (0.5)e
dN
— =250 0.5t
dt €
Ent = 2:
dt
an = 250¢e!?
dt €
Resultado:
an = 250
dt €

De acuerdo con el resultado obtenido, se puede concluir que la tasa de crecimiento es
proporcional al tamano poblacional, es decir que se trata de un fenémeno
densodependiente considerando que el modelo describe un crecimiento exponencial
sin limitacién ambiental; en t = 2, la poblacién crece a razén de 250e bacterias por

unidad de tiempo.
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2. El crecimiento de una poblacién esta dada por la siguiente ecuacion:

e — 100t
()_t+4

a) Determinar la tasa de crecimiento.

b) Evaluarent = 10

Tenemos un cociente por lo que resolveremos de la siguiente manera, aplicando la

regla del cociente.

Identificamosuyv

Derivamos cada uno

Aplicamos la regla del cociente

Sustituimos:

Simplificamos

Cancelamos términos

Resultado final

u =100t
v=t+4
U _ o0
dt
dv_1
dt

dN _ 100(t +4) — 100¢(1)
dt (t+4)?

dN 100t + 400 — 100t

dt (t+4)?
dN 400
dt  (t+4)?
dN 400
dt  (t+4)?2

Para evaluar t=10 sustituimos directamente en la expresidn de la derivada:
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dN 400
dt  (10+4)?2
100
T 49
Si lo expresamos en decimal:
@ = 2.04
49
Resultado final
d—N = @ ~ 2.04
dt 49

Lo anterior significa que ent = 10 la poblacion esta creciendo aproximadamente a
2.04 individuos por unidad de tiempo; comparando este resultado con los
correspondientes a los tiempos iniciales, la tasa de crecimiento es mucho menor, lo
que confirma que el modelo describe crecimiento desacelerado debido a limitacion

ambiental.

2.4 Regla de la cadena (derivadas de funciones compuestas)
La regla de la cadena se aplica cuando una variable depende de otra de manera
indirecta, es decir, cuando una funcién se encuentra dentro de otra.
Si:

y=flgX))
Entonces, para encontrar la derivada de una funcién compuesta se deriva la funcion
externa dejando intacta la interna, y el resultado se multiplica por la derivada de la

funcién interna:

dy df dg
I a(g(x)) 'E(x)

En biologia, muchas variables dependen indirectamente de otras. Un ejemplo de ello
se relaciona con las alternativas de control biolégico de plagas, algunas especies de
aranas venenosas de importancia médica (A) pueden controlarse introduciendo en su
habitat algun tipo de parasitos (P) que se encargan de destruir de manera selectiva los
huevecillos de las aranas. Sin embargo, la poblacién de parasitos depende de la
temperatura del medio (T), las relaciones de dependencia son:

Temperatura > afecta a parasitos > afectan a aranas.
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Lo que se puede expresar:
A = f(P):la poblacién de arafias es una funcién del tamafio poblacional de parasitos.
P = g(T): la poblacién de parasitos es una funcién de la temperatura.
Eso genera una funcién compuesta:

A=f(g(P))
Por lo tanto, si se desea conocer la tasa de crecimiento de la poblaciéon de arafias con
respecto a la temperatura, es necesario aplicar la regla de la cadena de la siguiente

manera:
dA dA . dP
dT dP dT

Es decir:

Cambio de la poblacidn de aranas respecto a temperatura = Cambio de la poblacién de

aranas respecto a la poblacién de parasitos x Cambio de la poblacién de parasitos

respecto a temperatura. A eso hace referencia la dependencia ecoldgica en cascada.

Ejemplo resuelto
Para calcular la tasa de crecimiento poblacional de las aranas con respecto a la

temperatura en el ejemplo anteriory considerando las funciones:

M
A=f(P)=1_|_—P

P=g(T)=T%*—4T
Lo que buscamos es
dA
dr
Es decir, el cambio de la poblacién de aranas respecto a la temperatura. Para
comenzar, identificamos la funcién externa e interna:
Tenemos:

4= M
1+ g9(T)

Funcidon externa:

M
A=f(P)=1_|_—P
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Funcion interna:

P =g(T) =T?—4T
Derivamos la funcién externa respecto a P
Reescribimos:

AP)=M@A+P)?

Derivamos usando regla de potencia:

A MDA+ P
dP

dA M

dP~ ~ (1+P)?

Derivar la funcién interna
P =g(T) =T? — 4T
dpP

T 2T — 4
Aplicarregla de la cadena
da_da dp
dT dP dT
Sustituimos:
dA
aT=" m (2T - 4)
Ahora sustituimos P = T2 — 4T:
dA MQ2T — 4)

dT ~ (14 T2 —4T)?
Resultado final

dA _ MQT —4)
dT =~ (1+T2—4T)?

El signo negativo indica que, al aumentar la cantidad de parasitos, la poblacién de
aranas disminuye. Como los parasitos dependen de la temperatura, esta afecta
indirectamente a las arafias. Existen rangos de temperatura donde el impacto es mayor

(dependiendo del signo de 2T — 4).

2.5 Problemas resueltos (regla de la cadena)

1. Una poblacion depende de la concentracién de alimento:
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N =f()=+C
La concentracién depende del tiempo:
C = g(t) = 5t2
Determinar la velocidad de crecimiento de la poblacion (N) con respecto al tiempo (t):
dN
dt
Derivamos respectoa C
dN 1
dc "~ 2V
Derivamos C respectoat
L 1ot
dt
Aplicamos la regla de la cadena
dN _dN . dc
dt dC dt
1
= ﬁ 10t
Sustituimos C = 5t?
aN 10t
dt 252
Resultado final
dN 10t
dt 252

Por lo tanto, el tamafo de la poblacidon depende indirectamente del tiempo, lo que

significa que el crecimiento esta mediado por disponibilidad de alimento.

2.6 Maximos y minimos
Un maximo ocurre cuando una funcidn alcanza su valor mas alto en un intervalo,

mientras que un minimo ocurre cuando la funciéon alcanza su valor mas bajo (fig. 4).
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Maximo
¢

R

(Minimo

Figura 4. Puntos maximo y minimo de una funcién potencial de grado 3.

Matematicamente, un maximo o minimo local ocurre cuando:
dy
— =0
dx
Es decir, cuando la tasa de cambio instantanea es cero, lo que graficamente se

observa cuando la recta tangente a la curva tiene un valor de pendiente igual a cero (fig.

5).

dy
- m=—=2=0
dx

Figura 5. En los puntos maximo y minimo, las rectas tangentes son completamente horizontales, por lo

que elvalor de su pendiente (m) es de cero.
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En biologia, existen muchos fend6menos que toman valores maximos o minimos, como:
e Tamafo maximo poblacional.
e Momento de maxima concentracion hormonal.
¢ Punto de mayor tasa metabdlica.
o Tiempo 6ptimo de crecimiento.
¢ Nivel minimo de supervivencia.
Por lo que el calculo de las derivadas de fendmenos bioldgicos es fundamental para

encontrar puntos criticos en estos sistemas.

Procedimiento general

1. Derivar la funcion.

2. lgualar la derivada a cero.

3. Resolver la ecuacion para encontrar los valores criticos.

4. Sustituir el valor de la variable en la funcidn original.

5. Para conocer si es valor es maximo o un minimo aplicamos la segunda derivada

5. Interpretar biolégicamente (Opcional)

2.7 Problemas resueltos (maximos y minimos)
1. Eltamano poblacional de una especie esta dada por:

N(t) = -3t +18t+5

donde t es el tiempo en afos; para encontrar el momento en el que el tamafio

poblacional es maximo, primero derivamos

N _ 6t + 18
dt

Igualamos la derivada a cero
—-6t+18=0
Resolvemos la ecuacioén para obtener valores criticos
—6t = —18
t=3
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Elresultado anterior significa que, a los tres afos, la poblacion experimenta el tamafo
maximo; para conocer el niumero de individuos en este momento, sustituimos t = 3 en
la funcién original y resolvemos

N(3)=-3(9)+18(3)+5

=—27+54+5

=32
Lo que significa que el tamafo poblacional maximo es de 32 individuos.

Para confirmar si el punto es maximo o minimo:

Si la segunda derivada

d?y
— <0
dx?
El punto es un Maximo.
Si la segunda derivada
2
Yy
—>0
dx?

El punto es un Minimo.

Por lo tanto, en nuestro problema, cuando derivamos el resultado de la primera

derivada obtenemos:

dN
Fri —6t + 18
y
d?N _ ¢
dt
Como:
d?N
It <0

Se confirma que es un maximo.
Por lo tanto, la poblacion maxima es de 32 individuos y se alcanza a los 3 afos;
posteriormente la poblacidon disminuye por el agotamiento de recursos, tendiendo a la

extincion.

2. Suponga que la produccién de biomasa en kg, en funcién del tiempo en meses es:
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B(t) =t(20—1¢)
Para conocer si existe un punto critico de maxima o minima produccién en el tiempo,

primero expandimos la ecuacion

B(t) = 20t — t?
Derivamos
d—B =20-2t
dt
Igualamos a cero
20—-2t=0
Resolvemos la ecuacion
2t =20
t=10

De acuerdo con el resultado, a los 10 meses la produccidn de biomasa es maxima o
minima. Para conocer la biomasa producida en ese tiempo, sustituimost = 10enla
ecuacion original y resolvemos

B(10) = 10(20 — 10)

= 10(10)

=100
Aplicamos el criterio de la segunda derivada para sabes si el punto es un maximo o un
minimo

Derivamos nuevamente:

d’B _
dt?
Como:
a°B <0
dt

Se confirma que es un maximo.
De ahi se concluye que la produccién maxima es de 100 kg y se da a los 10; después de
ese tiempo, la biomasa disminuye. El sistema presenta un punto éptimo de

rendimiento.
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3. Suponga que el costo energético (kJ) en funcion del tiempo (h) para un maratonista
activo esta dado por:

E(t) =2t?—8t+ 10
Para determinar si hay un punto critico de maximo o minimo costo energético, se

calcula la primera derivada de la funcién

dE
Fri 4t — 8
Se iguala la derivada a cero y se resuelve la ecuacion
4t—-8=0
t=2
Lo que significa que a las 2 h tiene lugar un costo energético minimo o maximo para el
maratonista. Para conocer el valor del costo energético en este punto, sustituimos t =

2 en la ecuacion original y resolvemos

E(2)=2(2)*-8(2)+ 10

=8—-16+10
=2
Para comprobar el tipo de punto critico, se obtiene la segunda derivada
d’E _
dt?
Como:
d’E >0
dt

Se confirma que es un minimo.
De esta manera, se concluye que, a las 2 h, el costo energético del maratonista es
minimo; antes y después de ese punto, el gasto aumenta; lo anterior significa que en la

2 h existe un punto éptimo fisioldgico.

2.8 Ejercicios propuestos (derivadas)

Derivacion directa
1. La poblacién de una especie en un ecosistema aislado estd modelada por:

N(t) =5t3—7t*+2



donde:
¢ N(t) = nimero de individuos,
e t =tiempo en anos.

. o . dN
Determinar la tasa de crecimiento poblacional o

2. La concentracion de un medicamento en el organismo esta dada por:
C(t) = 300e05¢
donde:
e (C(t) = Concentracion (mg/L),
e t =tiempo en horas.

Determinar la tasa de eliminacién del farmaco.

3. Eltamano poblacional de una especie con recursos limitados esta modelado por:

Nt_zozr
()_t+2

donde:
e N(t) = numero de individuos,
e t =tiempo en afnos.

Determinar la tasa de crecimiento poblacional usando la regla del cociente.

Regla de la cadena
4. La tasa metabdlica de un organismo depende de la temperatura corporal segun:
M(T) = 02T
Donde:
e M(T) =Tasa metabdlica (kcal/h),
e T =Temperatura (°C)
La temperatura corporal varia con el tiempo de acuerdo con:
T(t)=3t*+1
Donde:
¢ t=Tiempo (h)

Determinar la tasa de cambio de la actividad metabdlica respecto al tiempo:



dM
dt

5. La produccion de una hormona (ng/dia) depende de la masa corporal (kg) segun la
funcion:
H(m) =1n (1 +m?)
y la masa corporal varia con el tiempo (min) segun la funcion:
m(t) = 2t3
Determinar la tasa de cambio hormonal respecto al tiempo:

dH
dt

Maximos y minimos
6. La poblacién de una especie en un ambiente con recursos temporales esta dada
por:
N(t) = —3t% + 18t
Donde:

e t =tiempo (anos),

Si el modelo representa crecimiento seguido de declive por agotamiento de recursos.

a) Determinar el tiempo en que la poblacidon es maxima.

b) Determinar el tamano maximo poblacional.

7. La tasa de produccion (ug) de una sustancia metabdélica esta dada por:
P(t) = —t*+10t -5
Donde:
e t =tiempo (min).
a) Determinar el tiempo en que la produccién es maxima.

b) Determinar el valor maximo alcanzado.

41
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Unidad 3. Integrales

3.1 Concepto de Integral

- . -« -

b=0.5 ‘ b=0.3

Figura 6. La integral es el area que se encuentra por debajo de las funciones. Se

muestran dos aproximaciones para el calculo del area bajo g(x).

La integral se define como el area que se encuentra por debajo una funcion
determinada; por ejemplo, para calcular el area que se encuentra debajo de la funcién
g(x) en lafigura 6 se inscribieron rectangulos, que son figuras geométricas con area
conocida (b X h). En a) se aproximé el calculo del &rea de interés inscribiendo 6
rectangulos (n = 6) de base b = 0.5y altura h = g(x), por lo tanto, el area calculada

seria:

A= Z 9(x)(0.5)

Sin embargo, el area calculada no es igual al drea total de interés, por lo tanto, el b) se
opta por inscribir un nimero mayor de rectangulos (n = 10) cuya longitud de base es
menor que en el caso anterior (b = 0.3). Asi, el drea calculada en este caso se

expresaria:

A=) gx)(03)
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Aln con ello, se aprecia que al agregar mas rectangulos para el calculo del area de
interés obtenemos una estimacién mas cercana, pero no exacta; por lo tanto, se
sugiere inscribir cada vez mas rectangulos debajo de la curva, tantos que:n - coy b —
0. Considerando esto, la base de los rectangulos serian cambios diferenciales, por lo

que b = dx. El &rea total se expresaria:

A= i g(x)dx

Pero la notacidn utilizada para expresar las sumatorias de elementos infinitos es: f "

por lo que el area bajo la curva de la funcion seria:

A= jg(x)dx
Analiticamente, la integral es la operacion inversa de la derivada o antiderivada.
Si:

af (x)
dx

=g(x)
entonces:

Jg()dx=f(x)+C

donde Ces la constante de integracion.

3.2 Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Calculo dice que:

La integral calcula acumulacion usando tasas, y la derivada recupera la tasa a partir de
la acumulacién; por tanto, derivar y luego integrar son procesos inversos; por lo tanto,
la derivada mide qué tan rapido cambia un fendmeno, mientras que la integral mide
cuanto cambid en total. EL Teorema Fundamental del Calculo conecta ambas ideasy

es larazén por la que a la integral se le conozca como antiderivada (fig. 6)
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fg(x)dx f(x)

df(x) = g(x)dx

Figura 6. EL Teorema Fundamental del Célculo indica que al derivar una funcién primitiva f(x) y

posteriormente integrar la derivada, se obtiene nuevamente la funcién primitiva.

En biologia, la integral representa la acumulacion de biomasa, la cantidad total de
sustancia absorbida, el crecimiento total a partir de una tasa, la energia total
consumida o el numero total de individuos nacidos en un intervalo.

Por ejemplo:

Si:
dN(t)
dt
es la tasa de crecimiento poblacional de una especie, entonces:
dN(t)

N(t) = dt
® =]
representa el tamafo poblacional acumulado.
Otros ejemplos bioldgicos son:

Si dL—(tt) es la velocidad de crecimiento de un pez, L(t)es la longitud total.

. dC(t . . .
e Si % es la tasa de absorcion de un farmaco, C(t)es la concentracion

acumulada.
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3.3 Reglas basicas de integracion
Estas reglas permiten resolver integrales de funciones simples sin aplicar técnicas
especiales.
Integral de la constante
[Cdx=Cx+cC,
donde:
e ( =constante del problema

e (; = constante de integracion

Ejemplo:
[5dt
Siidentificamos que 5 es una constante
Aplicamos la regla directamente:
=5t+C
Regla del factor constante
S kf(x) dx = kf f(x) dx
Es decir, una constante multiplicando puede salir de la integral, para realizar el calculo

Unicamente en la funcidn indicada.

Ejemplo:
[7¢3dt
Colocamos la constante “7” fuera de la integraly Unicamente integramos la potencia
=7[t3dt
Integral de la potencia
xn+1
[ x™dx = +C
n+1
siemprequen # —1.
Ejemplo:
[ 4t2dt

Sacamos de la integral el 4 (constante)

=4 t%dt
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Aplicamos la regla de la potencia

Simplificamos

Integral de la funcion exponencial

aebx

[ aeb*dx =

+C
Ejemplo:
[ 200e~04tqt

Sacamos el 200

=200 e~0%tqt

Aplicamos la regla exponencial, considerando que a = 200,y b = —0.4 entonces:
e—0.4-t
= 200<_0.4> +C
Simplificamos
290 _ 500
—-0.4
= —500e7 %% + ¢

Integral de suma y diferencia

Ju+v+w)dx=fudx+ [vdx+ [wdx

Ejemplo:
[ (3t? + 4t — 2)dt
Separamos la integral
= [ 3t2dt + [ 4tdt — [ 2dt
Integramos cada término
t3

[ 3t2dt = 33 = t3
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tZ
[ atdt = 4o = 2t2

[ 2dt =2t
Unimos los resultados con el signo correspondiente
t3+2t2-2t+C

Resultado final
[(Bt2+4t—2)dt =t3+2t>—2t+C
Integral dei
1
[—dx=Inx+C
x
Ejemplo

1
dt
t

~—
|

Aplicamos la regla directamente:
=lnt+C
Integral del logaritmo natural
[ Inxdx = xInx —x+C
*Nota: esta formula NO es una regla basica, es un resultado que proviene de una
integracion por partes.

Ejemplo:

f Intdt =

Aplicamos directamente la regla y agregamos la constante de integracion:

=tint—t+C

3.4 Técnicas de integracion

Cambio de variable (sustitucion)

El cambio de variable (o sustitucidon) es una técnica que se utiliza cuando la integral
contiene una funcién compuesta o un producto entre una funcién y su derivada o un
factor del mismo grado que esta. Es el equivalente en integracion de la regla de la
cadena en derivadas.

Si en derivadas:
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df(g(x)) _ , :
xS @)g ™)

En integracién hacemos el proceso inverso.
Forma general
Sitenemos una integral del tipo:

J flg(x)g' (x) dx

Hacemos el cambio:

u=g(x)
Entonces:
du = g'(x)dx
Y la integral se convierte en:
Jfw) du

Que suele ser mucho mas sencilla.

Procedimiento paso a paso
1. ldentificar la funcion mas compleja o de mayor grado dentro de la integral.
2. Definir como una nueva variable (por ejemplo “u”) a la funcion mas compleja o
de mayor grado.
3. Calculardu.
4. Sustituirambos cambios en la integral.
5. Simplificar sifuera el caso.
6. Integrarrespectoau.
7. Sustituir por la variable original.
Pero...antes de empezar a integrar, debemos preguntarnos:
¢;Estoy viendo una funcion compuesta?
Es decir:
e ¢Unafuncién elevada a otra? (axP°im°™© o (polinomio)™)

o ¢;Una funcién exponencial cuyo exponente es otra funcién? (eP°olinomio)

e ;Unaraizde unasuma? (/polinomio)

e ¢Una funcién que contiene un polinomio dentro? (In (polinomio))

En pocas palabras:
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Siveo una funcién dentro de otray la derivada de la funcién mas compleja aparece
multiplicando... entonces uso cambio de variable.
Ejemplo resuelto de integral por cambio de variable:

1. La tasa de acumulaciéon de biomasa bacteriana depende del tiempo y estd dada por:
dB(t)
dt

Encontrar una funcién “B(t)” para la biomasa bacteriana con respecto al tiempo.

= 4te?t’

Primero identificamos si es una funcion compuesta
Observamos:
4te?t’
Vemos que:
¢ Hay una exponencial.
e Elexponentees 2t?, nosolot.
e Laderivada de 2t2es 4t, que aparece multiplicando.

v Tenemos funcion compuesta.
Vv La derivada interna esta presente.
Usamos cambio de variable.
Planteamos la integral
B(t) = [ 4te?dt

Definimos el cambio de variable

u = 2t?
Derivamos
Wy
dt
Multiplicamos por dt
du = 4tdt
Sustituimos en la integral
[ 4te?t*dt
Donde
4tdt = du
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e2t? = pu
Por lo tanto, la integral se transforma en:
[ e*du
Integramos
[etdu=e*+C
Sustituimos por la variable original
Donde hay que recordar que:
u = 2t?
entonces
=e2’ 4 C
Resultado final
B(t) = €2’ 4+ C
La biomasa acumulada crece exponencialmente con una aceleracién dependiente del

tiempo, porque el exponente contiene t2.

Integracion por partes
Es el procedimiento contrario a la regla del del producto en derivadas y también se
utiliza para integrar el producto de dos funciones, siempre que estas no puedan
simplificarse por cambio de variable. La técnica de integracion por partes se resume:
fudv=uv—[vdu

Antes de empezar a integrar utilizando esta técnica, nos debemos preguntar:
¢ Tengo el producto de dos funciones diferentes?
Es decir:

¢ Un polinomio multiplicando una exponencial.

¢ Un polinomio multiplicando un logaritmo.

e Unavariable multiplicando una funcién que si puedo integrar facilmente.
Existen senales claras de que necesitamos aplicar integracién por partes:

1. Hayun producto:

fx) - g(x)
2. No esunafunciéon compuesta.

3. Unade las funciones se vuelve mas simple al derivarla.



En pocas palabras:
Siveo una multiplicacion entre dos funciones distintas y una de ellas se simplifica al
derivarla... entonces uso integracién por partes.
Procedimiento paso a paso
1. Identificar el producto.
2. Elegir:
“u” (la funcidn que voy a derivar, generalmente es la mas simple o los
logaritmos naturales)
“dv” (la funcién que voy a integrar)
3. Calcular:
“du”

v

4. Aplicar la férmula:

fudv=uv—fvdu

(62

. Simplificar.
Ejemplo resuelto de integral por partes

1. La tasa de consumo energético de un organismo esta dada por:

dE(D) _
dt

—-0.3t

Donde:
e t =tiempo
o 793t =decaimiento metabdlico
Calcular la energia acumulada (E(t)):
fte_°'3tdt
Identifiquemos si la funcién es un producto

Observamos:
dE(t) _.
dt

Tenemos el producto de t, por una exponencial e 7%3t. Como la derivada de la funcién

e—0.3t

mas compleja no es similar a uno de los factores de la multiplicacién, la funcién no

51
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puede integrarse por cambio de variable, por lo que se procede a la integracién por
partes.
Comenzamos eligiendo la funcién que serd u y la que sera dv. Como la funcion

potencial “t” es la mas simple, se seleccionara como “u”, mientras que la exponencial

serd “dv”. Entonces:

u=

dv = e 93tdt
Calculamosduyv
Derivamos u:

du =dt

Integramos dv:

v=[e 03qt
Usamos regla exponencial:

v = _3.3 o 0.3t

v=— ?6—0.31:

Aplicamos la formula

fudv=uv—-[vdu

Sustituimos:
10 10
=== —0.3t> _ (__ —0.3t> dt
( 3¢ [\-75e
Simplificamos y extraemos a la constante de la integral
10 10
= —__te 03t 4 Z [ o-03tgq¢
3 te +3 fe
Integramos lo que falta
e—0.3t
03t J¢ = —
[e 0.3
Entonces
—-0.3t
= —Ete_”t +E _¢
3 3 0.3
Resultado final
10 10
— _ _ 4,-03t _ —~ ,-03t
3 te 09 e +C
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En este caso, la energia acumulada depende de un término proporcional al tiempo y un
término de decaimiento metabdlico, siendo este ultimo el que modula la acumulacidn

energética.

Integracion por Fracciones parciales
La integracion por fracciones parciales es una técnica que se utiliza para integrar

funciones racionales, es decir, fracciones donde:
P(x)
Q(x)

e P(x)yQ(x)son polinomios.
e Q(x)=#0.
La idea central es:
Descomponer una fraccion algebraica complicada en una suma de fracciones mas

simples que podemos integrar utilizando las técnicas que revisamos previamente.

¢Cuando podemos usar la integracion por fracciones parciales?
Esta técnica se utiliza para integrar funciones racionales que al simplificarse no se
pueden integrar por cambio de variable o por partes. Para descomponer un cociente en
fracciones parciales deben cumplirse dos condiciones:
1. Elgrado del numerador debe ser menor que el del denominador. Sino lo es,
primero se hace division de polinomios.
2. Eldenominador debe poder factorizarse.
De acuerdo con lo anterior, si el denominador se factoriza como:
(x —a)(x —b)
Entonces podemos escribir:

1 A B

(x—a)(x—b):x—a+x—b

Donde Ay B son constantes que debemos encontrar.
Antes de integrar, nos debemos preguntar:
cTenemos una fraccion algebraica?... ; El denominador se puede factorizar?

Si la respuesta es si, entonces probablemente debes usar fracciones parciales.



54

Procedimiento paso a paso
1. Verificar grados.
Factorizar el denominador.

Proponer la suma o resta de fracciones con constantes desconocidas.

Wb

Resolver la operacién de fracciones y proponer un sistema de ecuaciones

igualando el numerador de las fracciones parciales con el original.

5. Resolver el sistema para encontrar los numeradores constantes de las
fracciones parciales.

6. Integrar cada fraccion parcial por separado, eligiendo la técnica que mejor

convenga.

Ejemplo de solucion de integrales por fracciones parciales
1. En un modelo simplificado de competencia intraespecifica, la tasa de cambio

poblacional depende de la expresion:

dni) 1
dt  t(t—23)

Se desea encontrar la funcién implicita que relaciona Ncon el tiempo.

Plantear la integral

1
:faffgdt
Verificar condiciones
e Esunafracciénracional propia.
e Eldenominador ya esta factorizado.
Por lo tanto, usamos fracciones parciales.
Proponer descomposicion
1 A B
—r—

tt—3) t t-3

Resolver la operacién de las fracciones parciales

A B _A@—3)+Bt

P t(t—3)

Multiplicamos el resultado por t(t — 3):



55

A(t —3) + Bt (A(t - 3) + BO)[eT=3)]
Wxt(t—B)— To—2),

Expandimos el resultado obtenido

A(t—3)+ Bt =At—3A+Bt
Agrupamos términos semejantes:

At —3A+Bt=(A+B)t—3A
Planteamos el sistema de ecuaciones considerando la agrupacién anteriory el
numerador de la funcidn original:
Como en el numerador original no existe un término multiplicado por la variable,
entonces la suma de términos con “t”en el numerador de las fracciones parciales se
igualan con 0

(A+ B)t =0t

Mientras que el término constante del numerador de las fracciones parciales se iguala

con la constante del numerador original:

—-34A=1
Resolvemos el sistema de ecuaciones
1
4=-3
1
F=3

Sustituimos en la integral y simplificamos

1 _1 1
- gr= |3 _3
ft(t—3)dt f tdt+ft_3dt

_1 1
_[_3 _3_
_f i dt+ft_3dt

1 1

= f —ldt + f;dt
3t 3(t —3)
Extraemos a las constantes e integramos
[t =5 [1ae+3 [ =
t(t—3) 3)t 3)t-3
En la primera integral aplicamos la regla:

1
f;dx—lnx



Entonces:

1f1dt— Lt
3) T 3"

Mientras que en la segunda integral aplicamos cambio de variable:

lf 1 i =
3)Jt—-3

dt = du
1det=1jldu=llnu=lln(t—3)
3)t—-3 3Ju 3 3
Sumamos los resultados de ambas integrales y le agregamos la constante de
integracion
%ln(t -3) —%lnt +C

Simplificamos factorizando y utilizando las propiedades de los logaritmos

=%[ln(t—3)—t]+C

=§ln

! [t_3]+c

1

t— 3713
=1n[ ; ] +C

Por lo tanto, la funcién implicita del tamafio poblacional es:

N(t) = 3/1n [tZB] +C

La solucién muestra que la poblacion tiene comportamientos criticos en:
e N=0
e N=3

Estos pueden representar:
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e Extincion.
e Punto de equilibrio.

¢ Umbral de competencia.

3.5 Problemas resueltos

1. Integrar las siguientes funciones:

a)Z—z = 5x%2 —3e7%* — Inix

Para integrar el polinomio anterior se utilizan las reglas de integracion para funciones
simples. Antes de aplicar las reglas es posible simplificar el ultimo monomio:

Ay _ 2 acax L
5—59( —3e —§lnx

Despejamos dy y aplicamos la propiedad distributiva para integrar cada monomio del

polinomio:

— 2 _ —2x_1
dy = |5x° — 3e 3lnx dx

1
dy = 5x%dx — 3e™**dx — §lnxdx

1
fdyz fode—f3e‘2xdx—§J.lnxdx

Aplicamos las reglas:

xn+1

n+1
bx

b
[ Inxdx =xlnx —x+C

[ x™dx = +C

+C

[ aeb*dx = 2

De la siguiente manera:

5x2+1 36—2x 1
= - — = (xlnx — C
Y =517 (_2> 3(xnx x) +
Y simplificamos:
5 3 1
y = §x3 UEYyer: —§(xlnx -x)+C

dy _  3x
dx 2x2+4

b)
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Para integrar la funcién anterior es necesario hacer un cambio de variable, ya que se

trata del producto de una funcién compuesta por una similar a su derivada:

d
Y 3x(2x% + 4)71
dx

Despejamos dy e indicamos la integral:

dy = 3x(2x? + 4) Ydx
fdy = f 3x(2x% + 4) tdx

Realizamos el cambio de variable por la funcién de grado mayory la derivamos:

u=2x%2+4
d_u = 4x
dx
Despejamos dx en la ultima ecuacion:
dx = d_u
4x

Sustituimos en la integral por los términos de u encontrados:

= xu - |—
y 4x
Y reorganizamos los elementos de la integrar para cancelar términos comunesy

extraer el factor constante de la integral:

J‘d _fo “1g
y = 4xu u
[ar=)wa

y—Z u tdu

1
f;dlenx+C

Integramos utilizando la regla:

De la siguiente manera:
= 3l +C
y = 2 nu

Y sustituimos el valor de u en términos de x:

3
y = Zln(sz +4)+C



y = i@ T AR +C

o) ¥ = 6x2Inyx
dx
Despejamos dy:
dy = 6x?In\xdx
La funcidn anterior es un producto y como uno de los factores no es similar a la

derivada del otro, es necesario integrarla por partes:
fudv =uv— [vdu

Definimos uy dv:

1
u= Elnx
dv = 6x2%dx
Derivamos u e integramos dv:

du 1
dx  2x
du = &

2x
v=2x3

Por lo tanto:
1 dx
fdy = f Invx 6x%dx = (—lnx) (2x3) — J. 2x3 —
2 2x
Simplificamos los términos antes de integrar:
= 2x3lnx—fx2dx

Terminando la integral:

x3
= 2x3Inx — 3 +C

Factorizando:
1
= x3 (lnx2 — §> +C

dy 6x
dx x2+2x-3

d)



60

La funcién anterior se debe descomponer en sus fracciones parciales. Factorizamos el
denominador e igualamos la funcidn original con la suma de sus fracciones parciales,
sustituyendo los numeradores por constantes desconocidas:
x2+2x—-3=((x+3)(x—-1)
6x A 4 B
x24+2x—-3 x+3 x-1
Realizamos la suma de las fracciones parciales y multiplicamos por x? + 2x — 3:
A N B  Alx-1)+B(x+3) Ax—A+Bx+3B
x+3 x—1 x24+2x—3 T x242x-3
_ Ax — A+ Bx+ 3B
T x242x-3

En el numerador obtenido agrupamos términos semejantes:

(x*?+2x—3)=Ax— A+ Bx+ 3B

=(A+B)x—A+3B
Y planteamos el sistema de ecuaciones considerando el numerador de la funcidon
original:
(A+ B)x = 6x
—A+3B=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones, tenemos:

Por lo tanto:
9 3
6
x _%h %

x2+2x—3:x+3 x—1

Integramos las fracciones parciales:

1 1
-9 3
fdy— /fo+3dx+ /fo_ldx

Resolvemos las integrales por cambio de variable:

y = 9/2 In(x +3) + 3/2 In(x—-1)+C
Aplicamos propiedades de los logaritmos y simplificamos:

(x +3)72
=In——
(x—1)72
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’(x+3)9
y=lTl mﬁ'c

La tasa de crecimiento del area foliar de una planta esta dada por:

2. Resuelve el problema:

2 g2
It 5t

donde:

e L(t) = area foliar acumulada (cm?),

e t =tiempo en semanas.
Si alinicio del estudio la planta tenia 2 cm? de hojas:

L(0) =2
Determinar la funcién L(t).
Como se trata de una funcion potencial simple, integramos por la regla de la potencia
directamente:
L(t) = [ 5t2dt
£3

=5

5
=-t3+C
T

Sustituimos la condicidn inicial para encontrar el valor de la constante de integracion:

L(0) = 2
2—5 0)3+C
=30+

C=2

Resultado final
5
L(t) = §t3 +2

El area foliar crece de manera acelerada con el tiempo debido al término cubico.

3.6 Ejercicios propuestos

Reglas basicas



1. [ ot?dt

2. [(4t3 =2t +1)dt

3. [150e%3tdt
Cambio de variable

4. [8te*dt

5. [ (3t+2)(t? + 2t)°dt
Por partes

6. [tedStdt

Fracciones parciales

7. | L dx

x(x+4)

62
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Unidad 4. Ecuaciones diferenciales
4.1 Concepto de ecuacion diferencial
Una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona a una funcién desconocida
con una o mas de sus derivadas. La forma general de una ecuacién diferencial es:

dy
==y

En biologia, una ecuacion diferencial describe como evoluciona un sistema bioldgico a
lo largo del tiempo. Las ecuaciones diferenciales modelan:

e Crecimiento poblacional

e Eliminacién de sustancias

e Enfriamiento corporal

e Crecimiento tumoral

e Dinamica depredador-presa

e Cinética enzimatica

4.2 Solucion general y solucidn particular de las ecuaciones diferenciales
Solucion general
Es la familia completa de soluciones que satisfacen la ecuacion e incluyen una
constante arbitraria C.
Ejemplo:

y = Celx
Aqui C representa todas las posibles condiciones iniciales para un fenémeno
determinado.
Solucion particular
Se obtiene cuando se conoce una condicién inicial:

y(x0) = Yo

Esto permite calcular el valor especifico de la constante C.
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4.3 Ecuacion diferencial: % = ky

Interpretacion bioléogica
La tasa de crecimiento del fendmeno es proporcional al tamafo o cantidad en un
momento dado. Se usa para modelar:
e Eliminacion de farmacos
e Mortalidad celular
¢ Crecimiento bacteriano en fase exponencial
Solucion general

A partir de la ecuacion:

dy
=k
dx y
Separamos variables comunes despejando en ambos lados de la ecuacion:
d
2~ kdx
y

Integrar ambos lados:

d
f—yszdx
y

Iny=kx+C
Despejamos la variable “y” elevando las funciones a la exponencial de base “e” en
ambos lados de la igualdad
elny — gkx+C
Sabemos que
elny =y
porque exponencial y logaritmo natural son funciones inversas.

Entonces queda

y = ekx+C

Usamos la propiedad:

edth — pa . b
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Entonces
y =eC.ekx
Como C es una constante, entonces e también es una constante. Llamamos C a la
constante:
C=e’
Entonces la solucion final queda:
y =Ce
Solucion particular
Una poblacién inicial de 200 bacterias crece proporcionalmente a sutamafio con k =
0.3. ¢Cual es el modelo de crecimiento de esta poblacion bacteriana?
Obtenemos la solucién general de acuerdo con el procedimiento anterior:
N(t) = Ce3t
Las condiciones iniciales son: N =200; cuando t = 0; es decir:
N(0) =200
Sustituimos estas condiciones en la solucién general:
200 = Ce%3©
200 = Ce®
C =200
Sustituyendo el valor de C en la solucidon general, obtenemos la solucién particular:

N(t) = 20093t
4.4 Ecuacion: ay _ k2
dx X

Interpretacion biolégica
La tasa de cambio es proporcional:

e Altamano o cantidad actual “y”

e Alinverso de la variable independiente del fenémeno “1/x”
Se usa para:

e Modelos de crecimiento alométrico

¢ Escalamiento biolégico

¢ Relacionestipo potencia (peso-metabolismo, longitud-masa)
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Solucion general

A partir de la ecuacion:

d
Y-
Separamos variables comunes despejando en ambos lados de la ecuacién:
d dx
i
Integramos ambos lados de la ecuacion:
fdy B dx
y x
Iny=klnx+C
Usamos propiedades de los logaritmos
Sabemos que:
kln x = In (x*)
Entonces:
Iny=Inx*)+C
Despejamos la variable “y” elevando las funciones a la exponencial de base “e” en
ambos lados de la igualdad

elny — eln (xk)+C
Sabemos que
elny =y
Entonces
y = eln (xky | eC
y =xk.e€
Como e‘es constante, la llamamos C, obteniendo la solucién general:
y = Cxk
Solucion particular
El peso de un organismo “y” sigue un modelo alométrico con k = 3.
Cuando la longitud “x” es 1, el peso “y” es 4. ; Cual es el modelo de crecimiento del
organismo?

Obtenemos la solucién general de acuerdo con el procedimiento anterior:

y = Cx3



Las condiciones iniciales son: y = 4 cuando x = 1; es decir:
y(1) =4

Sustituimos las condiciones iniciales en la solucién general:
4 =C(1)3
C=4

Por lo que la solucion particular de la ecuacién diferencial es:

y = 4x3

4.5 Ecuacion: % =k(A—-y)

Interpretacion biolégica

La tasa de cambio es proporcional a la diferencia entre:
e Elvalormaximo A
o Elvaloractualy

Se usa para:
e Aproximacion a equilibrio
e Leyde enfriamiento
e Eliminacion hacia concentracion basal
e Recuperacion fisioldgica

Solucion general

A partir de la ecuacion:

dy
T k(A—y)

Separamos variables comunes despejando en ambos lados de la ecuacion:

dy
m = kdx

Integramos ambos lados de la ecuacion:

1
J iy = [ ras

La primera parte de la ecuacién, se integra por cambio de variable:

1
| 7=t =—mw-»

Entonces:

67
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—-n(A—-y)=kx+C
Despejamos
Multiplicamos ambos lados por -1:
In(A—y)=—-kx—-C
Despejamos la variable “y” elevando las funciones a la exponencial de base “e” en
ambos lados de la igualdad
eln (4-y) — p—kx—C

—-kx ,—C

A—y=e"e
Como e~ “es constante:

A—y=Ce™*
Despejamos y:

—y=—A+Ce™™*

Multiplicamos en ambos lados por —1:

y=A—Ce™**
Por lo que la solucion general es:

y=A—Ce™**

Solucion particular
La concentracién maxima de una vitamina en sangre es 80 unidades.
Sik = 0.5y alinicio de la aplicacién ya habia 20 unidades, ¢ Cual es el modelo que
predice la concentracién de la vitamina en cualquier momento?
Obtenemos la solucidn general de acuerdo con el procedimiento anterior:
y = 80— Ce 05t

Sustituimos las condiciones iniciales: y = 20 cuando t = 0, de la siguiente manera:

20 =80 — Ce®
20=80—-C
C =60

Por lo que la solucion particular es:

y = 80 — 60e~%5¢



69

4.6 Ecuacion % =ky(A—y)
Interpretacion bioléogica
La tasa de crecimiento depende de:

o Eltamano actualy

o Ladiferencia conrespecto a la capacidad maxima A4
Se usa para:

¢ Crecimiento poblacional con limite ambiental

e Dinamica tumoral con restriccion de recursos

o Crecimiento bacteriano con capacidad de carga
Solucion general
A partir de la ecuacion:

Y _ via
T y(A-y)

Separamos variables comunes despejando en ambos lados de la ecuacion:

dy
y(A-y)
E integramos ambos lados de la ecuacion:

f y(Ad)—/ ) :f x

La primera parte de la ecuacion se integra por descomposicion en fracciones parciales.

= kdx

Sabemos que
Entonces

Integramos y simplificamos

%(ln(y)—ln(A—y))=kx+C

1l(y>—k+C
At \a—y) 7™

Despejamos “y” y sustituimos la constante C:



Por lo que la solucion general es:

Solucion particular

A—-y
y — ,kAx+C
A—y - ¢
y — kAx
A_—y =Ce
A;y=ce—kAx
y
4_ 1= Ce kax
y
A
— =1+ Ce kax
y
y__ 1t
A 14 CekAx
A
Y= 1+ Cekax
A
Y ST Ce
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Una poblacidn tiene capacidad méaxima de 200 individuos. Con k = 0.01y alinicio de la

investigacion habia 10 individuos. ¢ Cual es el modelo que describe el tamano

poblacional?

Obtenemos la solucién general de acuerdo con el procedimiento anteriory

sustituyendo los valoresde A = 200y k = 0.01:

Sustituimos las condiciones iniciales: y = 10 cuando t = 0, de la siguiente manera:

Por lo que la solucion particular es:

200

Y = 1¥Cet

10— 200
T 14C

10(1 + C) = 200
14C =20
=19
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200

Y =1+ 19e %
4.7 Ejercicios propuestos de ecuaciones diferenciales
1. Crecimiento exponencial

dy
a =k

En un cultivo de laboratorio, una poblacidon de bacterias se encuentra en fase
exponencial de crecimiento. Se sabe que la tasa de crecimiento es proporcional al
tamano actual de la poblacion.

La constante de crecimiento es:

Alinicio del experimento hay:
N(0) = 50 bacterias

Determina la funcién N(t)que describe el crecimiento de la poblacién en el tiempo.

2. Crecimiento alométrico

dy .y
— =k=
dx X
En un estudio de fisiologia comparada se analiza como varia la tasa metabdlica de un
organismo en funcién de su masa corporal.

Se propone el modelo:

am _ .M
dx x
donde:
e M =tasa metabdlica,
e X = masa corporal.
Se sabe que cuando:
x=1
la tasa metabdlica es:
M(1) =4

Determinar la funciéon M (x)que describe la relacion alométrica.

3. Aproximacion a equilibrio
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dy
T k(A—y)

Un paciente recibe un medicamento por infusidon continua. La concentracién en sangre
aumenta hasta aproximarse a un nivel maximo estable.

El modelo es:

dC—OS 80—-C

donde:
¢ 80=concentraciéon maxima posible,
Inicialmente la concentracion es:
C(0) =20
Determinar la funcién C(t)que describe cdmo evoluciona la concentracion del farmaco

en el tiempo.

4. Modelo logistico

Y va
i y(A-y)

Una poblacion de peces es introducida en un lago con recursos limitados. Se sabe que
el ambiente solo puede sostener un maximo de:

A = 200 individuos

La constante de crecimiento es:
k =0.01
Alinicio del estudio:

P(0) =10

Determinar la funcion P(t) que describe el crecimiento poblacional considerando la

capacidad de carga del ecosistema.

5. Eliminacién de sustancia
Un medicamento se elimina del cuerpo de manera proporcional a la concentracion

presente en sangre. De acuerdo con la siguiente ecuacion:



dc = —0.4C

dt
La concentracion inicial es:

C(0) =100

Determinar la funcién C(t) que describe la concentracién del medicamento en el

tiempo.
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Hoja De Respuestas

Limites

1.

© ® N o o ~ 0 Db

200

0

100

200

a) 600 b) Se estabiliza en 600
a)C,b)0

Yo

Vmax

17/27

10.e'® = 8886110.521
11.e°> = 148.41

Derivadas
1. W 15¢2 — 14¢
dt
2. £ = —150e705t
dt
3. &=
at  (t+2)

6.
7.

M(T) = %27, T(t) = 3t + 1, 5% = 1.2te%2(¢*+1)

B ) _ 5,3 dH _ 24t°

t=3, maximo=27

t=5, maximo=20

Integrales

1.

3t3+C

2.t —t?+t+C
3.
4

500e%3t + C

L ef 4

(t?+2t)°
4
2t€0'5t _ 490.5t +C
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7.

2n 1 +cC
4 x+4

Ecuaciones diferenciales

1.
2.
3.

y = 50e02%
y = 4x3
y = 80 — 60e~0-5%
200
e Every=r:
C(t) = 100e-04
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